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Drzewo przedzialowe jest jedna z wazniejszych struktur danych w arsenale olimpij-
czyka wykorzystywana w rozwigzaniach wielu zadan. Niemniej jednak informacji na
jego temat prozno szuka¢ w standardowych podrecznikach do algorytméw i publi-
kacjach naukowych. To struktura danych typowo olimpijska: nadaje sie do zastoso-
wan, w ktorych znane jest ograniczenie gérne na rozmiar przechowywanych danych
i w ktorych zalezy nam na prostocie implementacji. W podrecznikach czeciej znaj-
dziemy opisy zréwnowazonych drzew binarnych, takich jak drzewa czerwono-czarne
czy drzewa AVL.

Artykul ten jest préoba zebrania i uporzadkowania zagadnien dotyczacych drzewa
przedzialowego, ktore dotychczas byly rozproszone w niebieskich ksiazeczkach, ale
zawiera rowniez tresci, ktore do tej pory nie doczekaly sie opisu w literaturze.

Struktury dla uporzadkowanego multizbioru

Zaczniemy od najprostszego zastosowania drzewa przedzialowego, a mianowicie za-
implementujemy za jego pomoca strukture danych umozliwiajaca przechowywanie
uporzadkowanego multizbioru liczb catkowitych i wykonywanie na nim okre$lonych
operacji. W zaleznosci od rodzaju potrzebnych nam operacji taka strukture danych
mozna zrealizowa¢ w mniej lub bardziej prosty sposéb. Z tego tez powodu przedstawi-
my az cztery mozliwe implementacje: za pomoca tablicy, kontenerow ze standardowe;j
biblioteki C++ oraz dwdch szczegdlnych przypadkéw drzewa przedzialowego — drzewa
licznikowego i drzewa potegowego.

Multizbiér to uogdlnienie zbioru, w ktérym wartosci moga sie powtarzaé. Przy-
ktadowo {1,2,4,4,4,5} jest multizbiorem, w ktérym wystepuja wartosci 1, 2, 4 i 5,
przy czym warto$¢ 4 wystepuje trzykrotnie. Multizbiér ten ma 6 elementéw. Liczbe
wystapien wartosci nazywamy jej krotnoscia (tak wiec warto$¢ 4 ma krotnosé 3, war-
to$¢ 1 ma krotnos¢ 1, a wartos¢ 3 ma krotnosé 0). Najbardziej podstawowe operacje,
ktére potrzebujemy wykonywadé, zeby w ogbdle mowi¢ o multizbiorze liczb, to:

e init(S): utworzenie pustego multizbioru S;

e insert(S, x): wstawienie nowego elementu o wartosci 2 do multizbioru S;

e remove(S, z): usuniecie jednego elementu o wartosci x z multizbioru S;

e count(S,z): podanie, ile elementéw o wartosci x znajduje sie w multizbiorze S;

e size(.S): podanie liczby wszystkich elementéw w multizbiorze S.

Reprezentacja tablicowa

Na poczatek przyjmijmy zalozenie, ze wszystkie mozliwe wartosci, ktére mozemy
wstawia¢ do multizbioru, sa liczbami catkowitymi z przedziatu od 1 do n, przy czym
wartos¢ n jest na tyle nieduza, ze pozwala nam uzy¢ struktury danych wykorzystujacej
O(n) komoérek pamieci.

Najprostsza implementacja multizbioru polega na trzymaniu tablicy, w ktorej za-
pisujemy krotno$ci poszczegdlnych wartosci multizbioru. Niech ¢, oznacza krotno$é
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wartosci « (czyli liczbe elementéw o wartoéci ) w multizbiorze S. Operacja init(S)
tworzy n-elementowa tablice t[1 .. n|, poczatkowo wypelniona zerami. Bedziemy utrzy-
mywali niezmiennik, ze t[x] = ¢, dla 1 < z < n. Bedziemy tez osobno pamietali
wartosé C' =3 <, Ci.

Operacja insert(S, x) zwieksza o jeden wartosci t[x] oraz C. Analogicznie operacja
remove (S, x) zmniejsza t[r] oraz C o jeden. Mamy réwniez count(S,x) = t[x] oraz
size(S) = C. Wszystkie te operacje dzialaja w czasie stalym.

Kontenery z biblioteki standardowej

Jedli multizbiér S jest niepusty, to mozemy chcie¢ wykonywaé dodatkowe operacje
polegajace na znajdowaniu wartosci spelniajacych pewne kryteria:

o minimum(S), mazimum(S): znalezienie najmniejszej lub najwiekszej wartosci
w multizbiorze S

e pred(S,x), succ(S, x): znalezienie wartosci poprzedzajacej © (najwiekszej mniej-
szej od ) lub nastepujacej po x (najmniejszej wiekszej od x) w multizbiorze S.

W przypadku implementacji tablicowej takie operacje beda wymagaly w pesymi-
stycznym przypadku czasu O(n).

Ale jesli programujemy w jezyku C++, to do zaimplementowania multizbioru
mozemy wykorzystaé kontener multiset dostepny w standardowej bibliotece jezyka:

#include <set>
using namespace std;
multiset<int> S;

Podstawowe operacje przedstawione poprzednio wygladaja nastepujaco:

Operacja

Kod

init(S)
insert(S, )
remove(S, x)
count (S, x)

size(S)

(automatycznie)
S.insert(x);
S.erase(S.find(x));
return S.count (x);
return S.size();

Warto zwrocié uwage, ze operacja usuniecia to nie jest po prostu S.erase(x), bo
takie wywolanie usunie wszystkie wystapienia wartosci x z multizbioru.

Wszystkie te operacje (oprécz ostatniej) dzialaja w czasie O(log C), gdzie C jest
liczba elementéw w multizbiorze S. Operacja size(S) dziala w czasie stalym. Mozemy

tez wykonaé cztery nowe operacje, z ktérych kazda dziala w czasie O(log C):

Operacja

Kod

minimum(S)
mazimum(S)

suce (S, x)
pred(S, )

return *S.begin();

auto it = S.end();

return *--it;

return *S.upper_bound(x) ;
auto it = S.lower_bound(x);
return *x--it;
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